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基于几何凸集的几何凸函数 
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摘要: 几何凸函数是与凸函数平行的一个概念，通过一种变换或者不等式给出，它推广了凸函数的很多控制不

等式理论和方法。随着几何凸集概念的提出，基于几何凸集的几何凸函数的性质被研究，但是关于几何凸集

和几何凸函数的性质并未完善。本文通过文献研究法、分析综合法和归纳演绎法进一步探讨了几何凸集和

几何凸函数的性质。首先在几何凸集概念的基础上，定义了集合的几何凸包和几何凸组合，给出了一个判

定几何凸集的等价条件和一个几何凸组合的例子。然后利用上图给出了几何凸函数的等价定义，得到了几

何凸函数的一个判定定理。同时，定义函数的几何凸包，利用函数的几何凸包得到了几何凸函数的另一个

判定定理。最后，研究了几何凸函数在几种运算下保持几何凸性的不变性质以及几何凸函数的局部全局性

质。本文的研究结果将进一步丰富几何凸性理论。 
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Convex Set 
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Abstract: Geometric convex function is a parallel concept with convex function and is given by a transformation or an 

inequality, which generalizes the theory and method of control inequality for convex function. With the concept of 

geometric convex set being put forward, the properties of geometric convex function based on geometric convex 

set have been studied. But the properties of geometric convex set and geometric convex function are not perfect. In 

this paper, we further discuss the properties of geometric convex set and geometric convex function by literature 

research, analysis, synthesis, induction and deduction. Firstly, based on the concept of geometric convex set, the 

geometric convex hull and geometric convex combination of a set are defined, and an equivalent condition for 

judging geometric convex set and an example of geometric convex combination are given. Then, the equivalent 

definition of geometric convex function is given by using the epigraph, and a judgment theorem of geometric 

convex function is obtained. In addition, the geometric convex hull of the function is defined, and another judgment 

theorem of geometric convex function is also obtained by using geometric convex hull of the function. Finally, the 

invariance of geometric convexity under several operations and the local and global properties of geometric convex 

functions are studied. The results of this paper will further enrich the theory of geometric convexity. 
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1 引言 

几何凸函数是凸函数的推广，是发现和证明不等

式的一个强有力的工具。早在 1988 年和 1990 年，李

世杰[1]和 L. G. Lucht [2]就利用一种变换讨论过几何

凸函数的一些性质，但它的概念却是在 1992 年被 J. 

Matkowski [3]正式提出，从此受到国内外专家学者的

广泛关注。2000 年，C. P. Niculescu [4]给出了几何凸

函数的判断准则和具有几何凸性的几个具体函数，并

建立了 Popoviciu 类不等式；同年，C. E. Finol 和 M. 

Wójtowicz [5]得到了一维几何凸函数的微分判据；

2002 年，杨露[6]研究了矩阵上的一些几何凸函数不等

式；2004 年，吴善和[7]给出了几何凸函数的判定方法

并建立了几何凸函数的 Jensen 型不等式；同年，张小

明[8-9]定义了几何凸集和 Schur-几何凸函数，得到了

判定几何凸函数和 Schur—几何凸函数的几个定理，

建立了几何凸函数的 Hadamard 型不等式；2013 年，

宋振云[10]建立了几何凸函数的积分型 Jensen 不等式

及其加权形式。近年来有关几何凸函数以及广义几何

凸函数的研究越来越深入， -m 几何凸函数， -s 几何

凸函数， -h 几何凸函数等广义几何凸函数相继被提出

并被研究，具体可参考文献[11-14]。值得注意的是几

何凸集概念的提出要晚于几何凸函数近 20 年的时间，

因而几何凸集中的一些性质并未得到充分研究。本文

进一步探究几何凸集的相关性质，给出了集合的几何

凸包和几何凸组合的概念，并在上图的基础上给出了

几何凸函数的等价定义，得到了几何凸函数的一些判

定定理和基本性质。 

2 预备知识 

定义 1（[15]）设函数 ( )f x 在区间 I R


 上有定义

且 连 续 。 如 果 对 于 任 意 的 1 2
, , ,

n
x x x IL 和

1 2
, , , 0

n
   L （ 2n  ），当

1

1
n

i
i




 时，有 

     

 
 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
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( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( )n n

n n
n n

n n

i f x x f x f x

ii f x x x f x f x f x

iii f x x x f x f x f x
    







L L

L L

 

之一成立，则称 ( )f x 在区间 I 上是几何下凸的；若不

等式反向，称 ( )f x 在区间 I 上是几何上凸的。 

定理 1（[6]）设函数 ( )f x 为区间 I R


 上的连续

正值几何凸函数， , 0   ，且 1   ，则对任意的

,x y R


 ，有 

  ( ) ( )f x y f x f y    ， 

其中等号成立当且仅当 x y 。 

定义 2（[8, 15]）设集合
nE R


 ， , 0   ，且

1   。如果对任意的 , nx y R


 都有 x y E   ，称 E

为几何凸集。 

引理 1（[15]）有限个或者无限个几何凸集的交也

为几何凸集。 

定 义 3 （ [15] ） 设
nE R


 为 几 何 凸 集 ，

: (0, )f E   为连续函数。若以下条件之一成立: 

(1) 对任意的 ,x y E ，有 

  ( ) ( )f xy f x f y  

(2) 任取 [0,1] ， ,x y E ，记 1   ，有 

  ( ) ( )f x y f x f y     

(3) 任取自然数 2n  ， 0, , 1,2, ,
i i

x E i n    L ，

当
1

1
n

i
i




 时，有 

 1 2 1 2

1 2 1 2
( ) ( ) ( )n n

n n
f x x x f x f x f x

    
L L  

则称 ( )f x 为集合 E 上的几何凸函数；若不等式反

向，称 ( )f x 为集合 E 上的几何凹函数。 

定义 4（[16]）设函数 : [ , ]nf S R    ，集合 

 ( , ) , , ( )x x S R f x      

称为函数 f 的上图，记为 epi f 。 
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3 主要结论 

定义 5 设集合
nE R


 ，包含 E 的所有几何凸集的

交称为 E 的几何凸包，记为G-ConvE 。 

注：由引理 1，显然G-ConvE为几何凸集。 

定义 6设集合
nE R


 ，对于任意的 1 2
, , ,

n
x x x EL ，

称 

1 2

1 2

n

n
x x x

  L  

为 1 2
, , ,

n
x x xL 的 几 何 凸 组 合 ， 其 中

0( 1,2 )
i

i n   L ，且
1

1
n

i
i




 。 

定理 2 集合
nE R


 是几何凸集当且仅当 E 包含其

内元素的所有几何凸组合。 

证明：若集合 E 包含其内元素的所有几何凸组合，

则 E 的任意两个元素的几何凸组合也是 E 的元素，所

以 E 是几何凸集。 

反之，设
nE R


 是几何凸集，那么对于任意的

1 2
,x x E ， 1 2

, 0   ，且 1 2
1   ，有 

1 2

1 2
x x E   。 

设对于任意的 i
x E ， 0 ( 1,2 1)

i
i n   L ，当

1

1

1
n

i
i






 时 结 论 成 立 ， 则 对 于 任 意 的 i
x E ，

0 ( 1,2 )
i

i n   L ，当
1

1
n

i
i




 时，考虑 

1 2

1 2

n

n
x x x x

  L ， 

一定可以找到一个 1( 1,2, , )
i

i n   L ，不妨设

1
1  ，则 

1
2

1 1 1

1

1 1

1 2

n

n
x x x x



  



 
 

  
 

L ， 

显然
2 3

1

=1
1

n
  



  



L
，由假设， 

2

1 11 1

2

n

n
y x x E



  
 L 。 

再由集合 E 的几何凸性， 

1 2

1 2

m

m
x x x x

  L 1 11

1
x y E   ， 

即集合 E 包含其内元素的所有几何凸组合。 

定理 3 设集合
nE R


 ，则 E 的几何凸包G-ConvE

由 E 中元素的所有几何凸组合构成。 

证明：设 E 中元素的所有几何凸组合的集合为C ，

先证 G-ConvC E 。因为G-ConvE 是几何凸集，由定

理 2，G-ConvE 是包含其内元素的所有几何凸组合，又

G-ConvE E ，所以 G-ConvC E 。 

再证G-ConvE C 。首先证明C 为几何凸集。对

任意的 ,x y C ，有 

1 2

1 2

m

m
x x x x C

  L ， 1 2

1 2

r

r
y y y y C   L ， 

其中 , , , 0 ( 1, 2, ; 1, 2, , )
i j i j

x y E i m j r    L L ，且

1

1
m

i
i




 ，
1

1
r

j
j




 。当0 1  时，有 

     1 2 1 21 1 11

1 2 1 2

m r

m r
x y x x x y y y

              L L ， 

而 

     1 2 1 2
1 + 1 + + 1 + + + + =1

m r
          L L 。 

所以
1x y C   ，即C 为几何凸集。又因为 E C ，

且 G-ConvE 是 包 含 E 的 最 小 几 何 凸 集 ， 所 以

G-ConvE C 。 

综上，G-Conv =E C ，即G-Conv E 是由 E 中元素的

所有几何凸组合构成的。 

 

图 1 几何凸组合 

例 1 设集合   1,0.01 ,(0.01,1)E  ，则图 1 中曲线

是 E 中点（1,0.01）和（0.01,1）的几何凸组合。 

定 理 4 设
nE R


 是 几 何 凸 集 ， 则 函 数
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: nf E R R
 

  是几何凸函数的充要条件是 epi f 是几

何凸集。 

证 明 ： 设 epi f 是 几 何 凸 集 ， 则 对 任 意 的

   , , e p ix y f  ， ， , 0   且 1   ，有 

     , , = , epix y x y f
          。 

又由 E 的几何凸性和上图的定义，知 

 f x y     ，            (1) 

其中 x y E   。再由 ,  的任意性，取 

   = , =f x f y   

时不等式（1）也成立，即 

     f x y f x f y     

所以函数 f 是集合 E 上的几何凸函数。 

设 :f E R


 是集合 E 上的几何凸函数，则对任意

的 ,x y E ， , 0   ，且 1   ，有 

     f x y f x f y    。        (2) 

下面证明 epi f 是几何凸集。对任意的  ,x  ，

 , epiy f  ，由上图定义知 

   ,f x f y   。 

因此，由不等式（2）可以得到 

 f x y     ， 

即 

     , , ,x y x y epi f
          。 

故 epi f 是几何凸集。 

因此，可以得到几何凸函数的一个等价定义： 

定义 7 设
nE R


 是一个几何凸集， :f E R


 ，如

果 

  1epi , , , ( )nf x R x E R f x        

是几何凸集，则称 f 是集合 E 上的几何凸函数；

若 f 是集合 E 上的几何凸函数，则称 f 是集合 E 上的

几何凹函数。 

定义 8 设
nE R


 是一个几何凸集， :f E R


 是集

合 E 上的函数，则函数 

      G-Conv =inf : , G-Conv epif x R x f     

称为 f 的几何凸包，记为G-Conv f 。 

注：由定义 7，显然G-Conv f 是几何凸函数。 

定理 5 设
nE R


 是几何凸集， :f E R


 是集合 E

上的函数，则 f 是几何凸函数当且仅当 =G-Convf f 。 

证明：设 f 是几何凸函数，则对任意的 x E ，显

然 

   G-Conv f x f x 。 

现 在 需 要 证 明    G-Convf x f x 。 设

   , G - C o n v e p ix f  ，则由定理 3 知 

       
 

1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

, , , ,

,

m

m m

m m

m m

x x x x

x x x

  

    

   

  





L

L L ，
     (3) 

其 中  , e p i
i i

x f  ，  0 1,2 ,
i

i m   L ， 且

1 2
+ + + 1

m
   L 。再利用函数 f 的几何凸性和上图定

义，有 

  1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) = .m m m

m m m
f x f x x x f x f x f x

            L L L  

因此 

        inf , G-Conv epi G-Convf x x f f x    。 

综上 =G-Convf f 。 

反之，设 =G-Convf f ，因为G-Convf 是几何凸函

数，所以 f 是几何凸函数。 

定理 6 设
nE R


 是几何凸集。如果 :
i

f E R


 是

几何凸函数， 1,2, ,i m L ，则 

 
1

=
i

m a

i
i

f f


  

也是几何凸函数，其中 0
i

a  ， 1,2, ,i m L 。 

证明：对任意的 ,x y E ， , 0   ，且 + =1  ，

有 

        

           
1 1

1 1

= = ,

i

i i

i i

am m
a a

i i i
i i

m m
a a

i i
i i

f x y f x y f x f y

f x f y f x f y
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即 f 是几何凸函数。 

定 理 7 设
nE R


 是 几 何 凸 集 。 如 果

 : 1,2, ,
i

f E R i m


  L 是几何凸函数，则  
1

=max
i

i m
f f

 

也是几何凸函数。 

证明：对任意的 ,x y E ， , 0   ，且 + =1  ，

存在  1,2, ,t m L 满足 

      
1

=max
i t

i m
f x y f x y f x y     

 
 。 

利用 t
f 的几何凸性，得 

           t t t
f x y f x y f x f y f x f y          。 

因此，  
1

=max
i

i m
f f

 
是几何凸函数。 

定理 8 设
nE R


 是几何凸集， :f E R


 是几

何凸函数，则 f 的任意局部极小值是全局最小值。 

证明：设 *x E 是函数 f 的一个局部极小点。运用

反证法，假设存在一个 y E 满足    f y f x 。由于

f 是几何凸函数，对一些很小的 0  ，有 

        
 

 
 

1
1 = .

f y
f x y f x f y f x f x

f x



   
    



 
   

 
 

 

这与 *x 是函数 f 的局部极小点矛盾。因此， f 的

任意局部极小值都是全局最小值。 

定理 9 设
nE R


 是几何凸集， :f E R


 是几何凸

函数，  inf
x E

t f x


 ，则集合 

  :U x E f x t    

是几何凸集。 

证明：设 ,x y U ， , 0   ，且 + =1  ，有 

     t f x y f x f y t t t         。 

即 x y U   ，所以 E 是几何凸集。 

定理 10 设
nE R


 是几何凸集， :f E R


 是几何

凸函数，则对任意的 0  ， f 的下 水平集 

   :L x E f x




    

是几何凸集。 

证明：对任意的 ,x y L


 ， , 0   ，且 + =1  ，

由 f 的几何凸性可以得到 

      =f x y f x f y         ， 

即 x y L 


 ，所以 L

 是几何凸集。 

4 结论 

本文进一步探讨了几何凸集和几何凸函数的性质。

首先在几何凸集概念的基础上，定义了集合的几何凸

包和几何凸组合，给出了一个判定几何凸集的等价条

件和一个几何凸组合的例子。然后利用上图给出几何

凸函数的等价定义，得到了几何凸函数的一个判定定

理。同时，定义函数的几何凸包，利用函数的几何凸

包得到了几何凸函数的另一个判定定理。最后，研究

了几何凸函数在几种运算下保持几何凸性的不变性质

以及几何凸函数的局部全局性质。本文的研究结果在

一定程度上完善了几何凸集和几何凸函数的性质，进

一步丰富了几何凸性理论。但是几何凸集和几何凸函

数在更多运算下的不变性尚未解决，需要在今后的研

究工作中进一步探讨。 
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