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摘要: 本文主要基于 Maxwell 模型的准静态粘弹性方程，针对 Maxwell 模型的粘弹性波传播方程，提出了一类任

意阶的弱有限元方法。先在模型问题中引入速度变量，建立了速度-应力模型的弱变分形式；再采用弱有限元方

法对空间变量进行离散，得到速度-应力模型的半离散格式。在弱有限元方法的离散中，利用分片 k 次（k≥1）和

k+1 次分别逼近单元内部的应力和速度，为了逼近速度在单元边界上的迹，采用了分片 k 次多项式逼近。本文利

用 Gronwall 不等式证明了半离散格式的解的稳定性；通过对方法进行分析，最后证明该方法关于空间网格尺度

的最优性的误差估计。本文的研究结果表明，通过引入速度变量和采用弱有限元方法，可以有效求解 Maxwell

模型的粘弹性波传播方程。 
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Abstract: This paper primarily proposes a weak Galerkin finite element of arbitrary order for the wave propagation 

equation of the Maxwell viscoelasticity model. The quasi-static viscoelastic equations of the Maxwell model serve as the 

foundation for this approach. By introducing the velocity variable in the model problem, the weak variational form of the 

velocity-stress model is established. The spatial variables are then discretized using the weak Galerkin finite element 

method, resulting in a semi-discrete format for the velocity-stress model. In the discretization process of the weak 

Galerkin finite element method, piecewise polynomials of degree k (k≥1) and k+1 are used to approximate the stress and 

velocity within each element, and piecewise polynomials of degree k are employed to approximate the trace of the 

velocity on the element boundaries. By analyzing and proving the method, this paper demonstrates the stability of the 

semi-discrete format's solution using Gronwall's inequality, and finally establishes the optimal error estimation with 

respect to the spatial mesh size for this method. The research findings of this paper indicate that by introducing the 

velocity variable and utilizing the weak Galerkin finite element method, the wave propagation equation of the 

viscoelasticity based on the Maxwell model can be effectively solved. 
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1 引言 

本文考虑如下的 Maxwell模型粘弹性波传播方程： 

, ( , ) [0, ],ttu f x t T         (1) 

( ), ( , ) [0, ]t tC u x t T           (2) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ), ( ,0) ( ),tu x x u x x x x x         (3) 

0, ( , ) [0, ]u x t T           (4) 

其中 ( 2,3)dR d  为有界凸多边形区域，其边界

记为 ， [0, ]t T 表示时间， , 1
( )d

ij i j
 


 对称应力，

du R 位移场，
1

( ) ( )
2

Tu u u    应变， f 是源项，

0 1
( ), ( ), ( )x x x   初始条件， ( )x  是材料的质量密度，

( )C C x 是弹性模量满足 

0 1
0 ( ) , . , ,x a e x              (5) 

1

0 1
0 : : : , d dM C M R                (6) 

这里 0 1 0 1
, , ,M M  是四个正常数，对于 , d dR   ，

定义
1 1

:
d d

ij ij
i i

   
 

  。对于各向同性弹性介质，

( ) 2 ( )
t t t

C u u u I     ， , 是 Lame 常数， I 是恒

等矩阵。 

粘弹性方程有着深刻的物理背景，在材料科学和

连续介质力学中有着重要的应用。粘弹性方程的经典

模型之一——Maxwell 模型，主要由本构方程(2)所描

述。粘弹性模型还包括 Kelvin-Voigt 模型和 Zener 模型，

主要由服从胡克定律的纯弹性的弹簧和遵从牛顿第二

定律的纯粘性阻尼器的不同组合表示，Maxwell 模型由

弹簧和阻尼器串联连接组成。与之相关的的工作和应

用可参考文献[1-5]。 

目前，关于粘弹性方程的研究是一个热点问题。然

而，实际问题中的粘弹性方程本身比较复杂，计算区域

不规则，直接求解析解非常困难，行之有效的方法就是

求数值解，关于粘弹性方程的数值解法有许多研究成果。

Carcione [6, 7]给出了第一个关于粘弹性材料波传播的

数值模拟，成功引入了记忆变量避免了在本构方程中的

卷积积分的计算。Janovsky [8]对可压缩固体应用连续和

间断有限元离散线性粘弹性模型进行了研究。Ha [9]应

用非协调有限元对粘弹性复合材料在空间区域进行了

求解。Rognes [10]对准静态 Maxwell 和 Kelvin-Voigt 模

型分别考虑对称应力混合有限元逼近，时间离散采用的

二阶向后差分格式。Lee [11]应用混合有限元对 Zener、

Kevin-Voigt 和 Maxwell 模型分别进行了研究，对时间离

散采用 Crank-Nicolson 格式。王[12]利用杂交应力法分

析了Maxwell模型，利用二阶隐式差分进行全离散格式。

Yuan [13]利用混合有限元框架对基于Maxwell模型的线

性粘弹性波传播的问题进行了讨论。 

本文基于一类弱有限元（Weak Galerkin，简称 WG）

用于 Maxwell 模型准静态粘弹性方程[14]的分析，继续

讨论在 Maxwell 模型粘弹性波传播方程上的应用。弱

有限元最早是由王军平和叶秀[15, 16]在 2011 年提出，

用于解决二阶椭圆问题。该方法的主要思想是采用弱

定义的梯度算子或散度算子来代替传统的梯度算子和

散度算子。与传统意义的 Galerkin 有限元方法相比，

首先该方法的网格剖分更为灵活，可以采用任意多边

形或多面体剖分；其次逼近函数空间可以采用间断的

有限元函数空间，从而放松了边界的连续性。在过去

的十多年时间里，WG 方法受到许多学者的关注与研究，

取得了大量的研究成果，如：对流扩散方程[17, 18]，

线弹性问题[19, 20]，Stokes 方程[21]等，还可以参见关

于弱有限元方法的综述文献[22, 23]。关于弱有限元在

粘弹性方程的应用，可参见 [24]，主要讨论的是

Kelvin-Voigt 模型的标量形式。本文的主要工作针对

Maxwell 模型粘弹性波传播方程提出的弱有限元，建立

此格式的半离散格式，证明该格式具有唯一的稳定解

和最优误差估计。 

2 弱变分形式 

首先引入一些记号，对于任意非负整数 m，定义 m

阶索伯列夫空间 ( )mH  和 0
( )mH  ，与之相关的范数

|| ||
m

 和半范 | |
m

 。对于任意向量值（或张量值）函数空

间 X ，我们置 

( )
([0, ]; ) : { ;[0, ] ;|| || }p

p

L X
L T X v T X v       (7) 

和 

1/

0

( )

0

( || ( ) || ) , 1 ,
|| || :

sup || ( ) || , ,
p

T p p

X

L X
X

t T

v t p
v

ess v t p
 

    
 

 

      (8) 
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注意这里 ( )v t 代表 ( , )v x t 。为了简化，我们置

( ) ([0, ]; )p pL X L T X ， 类 似 地 ， 可 定 义

( ) ([0, ]; )p pC X C T X 。 

引入速度变量
t

v u ，粘弹性波传播方程改写为如

下的速度-应力形式 

tv f               (9) 

( )t C v               (10) 

0v                 (11) 

1( ,0) ( ), ( ,0) ( )v x x x x         (12) 

很容易得出， 
t

dssxvxtxu
0

0 ),()(),(  。 

在方程(9)和(10)中，分别令 0t  ，可得 

(0) ( ), (0) ( ),
t t

x v p x         (13) 

其中 

).)0((
1

)(,)()( 1 


  fxpCx  

定义 

2 2( ) : { ( ) [ ( )] : , , 1, , }.d d d d

S ij ij ji
L L i j d           L  

利用分部积分公式可得，系统(9)-(12)的变分形式

如下：求解 1 2 1 1

0
( , ) ( ( )) ([ ( )] )d

S
v C L C H     ，使得 

2( , ) ( , ) ( , ) 0, ( )t Sa a b v L               (14) 

1

0( , ) ( , ) ( , ), [ ( )]d

tc v w b w f w w H          (15) 

1(0) ( ), (0) ( ),x v x x             (16) 

其中 
1( , ) :a C   


  ， ( , ) ( ) :b v v  


  ， 

( , )c v w v w


  。 

3 弱有限元方法 

设 { }
h

T K 为任意多边形或多面体区域的有限

元剖分，且满足[16]所述的形状正则性条件。记
h

E 为

所有单元的边或面的集合。对任意单元
h

K T 和
h

e E ，

定义
K

h 和
e

h 分别为单元 K 和边 e 的直径，置

max
h

K
K T

h h


： 。 

定义 2 1/ 2

0 0
( ) { { , }: ( ), ( )}

b b
V K v v v v L K v H K     。 

下面引入离散弱梯度的定义。 

定义 1 对任意
h

K T ， ( )v V K 和整数 0,j  v 的

离散弱梯度
, ,

[ ( )]d

w j K j
v P K  定义为 

, , 0
( , ) ( , ) , , [ ( )]d

w j K K K b K K j
v q v q v q n q P K


           (17) 

这里
K

n 是沿边界 K 的单位外法向。对任意整数

1k  ，引入下面的有限维空间 

2: { ( ) : | [ ( )] , }d d

h h S h K k h
L P K K T         ， 

0 0 1
: { { , }: | [ ( )] , | [ ( )] , , }d d

h h h hb h K k hb e k h h
V v v v v P K v P e K T e E


       ， 

0 : { : | 0}
h h h hb

V v V v


   。 

对任意 ,
h h

K T e E  和任意整数 j ，定义 2L 投影算

子 0 2 2:[ ( )] [ ( )] , :[ ( )] [ ( )]d d b d d

j j j j
Q L K P K Q L e P e  。为了

方便记号的处理，张量的投影仍然记为 0 , b

j j
Q Q 。 

半离散弱有限元格式如下：对任意的 [0, ]t T ，求
0

0
(, ) , (, ) { (, ), (, )} ,

h h h h hb h
t v t v t v t V        使得 

,( , ) ( , ) ( , ) 0h h t h h h h h h h h ha a b v         ，    (18) 

0

0, 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ),h h t h h h h h h h h h hc v w b w s v w f w w V      (19) 

0 0

0 0 1 1(0) , (0) ,h k h kQ v Q           (20) 

其中 

1( , ) ( , )
h h h h h

a C    ，
,

( , ) ( , ),
h h h w k h h

b v v    

( , ) ( , ),
h h h h h

c v w v w  

0 0
( , ) ( ), ,

h

b b

h h h k h hb k h hb
K T

s v w Q v v Q w w


      

这 里
, , ,

1
( )

2

T

w k h w k h w k h
v v v    ， 稳 定 化 参 数

12
E

h   。记 

0 0

, 0, 1
(0) , (0)

h t k h t k
Q v Q p 


        (21) 

引入半范 

2 2|| || ( , ), || || ( , ).
a h c h

a w c w w     

定 理 2 对 于 半 离 散 格 式 (18-20) 的 数 值 解
0( , )

h h h h
v V   ，成立 
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2 2 2 2 2

0 0 00
|| ( ) || || || (|| (0) || || (0) || || || )

tt

h a h c h a h c
t v e v f ds       

(22) 

证明：在(18)和(19)中分别取 ( , ) ( , )
h h h h

w v  ，可

得 

, 0, 0 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

h h t h h h h h h t h h h h h
a a c v v s v v f v        

这意味着 

2 2 2

0

2 2

0 0 0 0 0 0

1 1
|| || || || || || ( , )

2 2
1

|| || || || (|| || || || )
2

h a h c h a h h h

h h

d d
v s v v

dt dt

f v f v

   

  

 

对 上 式 关 于 时 间 t 进 行 积 分 ， 利 用

Bellman-Gronwall 不等式可得稳定性结果(22)。 

4 误差估计 

本节主要讨论半离散格式的误差估计，为此，首

先引入如下的 inf-sup 条件[4]。 

引理 3 对于任意
0

{ , }
h h hb h

w w w V  ，成立 

, 0
0

0

( , )
sup || ||

|| ||h h

h h h

w k h

h

b w
w






 

          (23) 

设 ( , )v 是模型问题(9)-(12)的解析解， ( , )
h h

v 是

半离散格式 (18)-(20) 的解，定义 0

h k h
Q    ，

0

0 1 0
,

h k h
Q v v


   .b

hb k hb
Q v v   记

0
{ , }

h h hb
   。 

引理 4 半离散格式(18)-(20)的误差方程
 

, 0
( , ) ( , ) ( ,{ , }) 0

h h t h h h h h h h hb
a a b                                      (24) 

0, 0 1 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h h t h h h h h h h h h
c w b w s w l w l v w                                (25) 

其中 0

1 0
( , ) , ,

hh h hb k T
l w w w n Q n  


     

0

2 1 0
( , ) ( ), .b b b

h k k k k h hb
l v w Q Q v Q v Q w w


   

 

证明：利用投影性质、交换性质和方程(10)式，可得 

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1

( ( ) , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )
( ( ), )

k t h k h k t h k h

t h h

h

C Q C Q C Q C Q
C C

v

       
   

 

   

 

  
 


 

和 

0 0

, 1
( { , }, ) ( ( ), ) ( ( ), )b

w k k k h k h h
Q v Q v Q v v     


   

用
h

 在每个单元 K 上对方程(10)测试，可得 

1 1( , ) ( , ) ( ( ), )
t h h h

C C v        ， 

结合上两式，可得(24)。 

利用弱梯度的定义(17)和投影性质， 

0 0 0 0

1 0 1 0 ,
0 0

0 0
0

0 0
0

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,
( , ) ( ) ,
( , ) ( ) ,

h k t h h k h k t h K k w k h K

t h K k h K k K hb K

t h K k K h hb K

h K k K h hb K

c Q v w b Q w Q v w Q w

v w Q w Q n w
v w I Q n w w

f w I Q n w w

   
  
  



 







  

      
       
      ，

 

可得(25)式的证明。   

引理 5（参考[14]（引理 3.7）） 

设 1 2 1 1 1 2

0
( , ) ( ( ) [ ( )] ) ([ ( ) ( )] )k d d k d

S
v C L H C H H        I I 是模型问题(9)-(12)的解，对任意 0

0
{ , }

h h hb h
w w w V  ，成立 

1 1 1/2

1 0 0 01 1
| ( , ) | || || || ( ) || ,

h

k k b

h h h k h hb Tk k
l w Ch w Ch Q w w    

 
                       (26) 
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1 1/2

2 02
| ( , ) | || ( ) ||


 

h

k b

h k h hb Tk
l v w Ch v Q w w                             (27) 

引理 6 设 2 2 1( , ) ( ( ) [ ( )] )k d d

S
v C L H    I  2 1 2

0
([ ( ) ( )] )k dC H H   I 是模型问题(9)-(12)的解，且半离散格式

(7)的解为
0

( , ) ( ,{ , })
h h h h hb

v v v  ， 1,2, , .n N L 那么成立 

2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 1 20
|| || || || (| | | | | | | | ) .

tk

h h k k tt k tt k
Ch v v ds   

   
                           (28) 

证明：在引理 4 的误差方程中取 ( , ) ( , )
h h h h

w   ，并对两式相加可得 

2 2 2

0 1 2

1
(|| || || || ) || || ( , ) ( , ) ( , ).

2
h a h c h a h h h h h

d
s l l v

dt
                                  (29) 

再利用引理 5 和 Young 不等式，可得 

2 2 2

0

2 2 2 2 2

1 2 h h 0

2 2 2 2 2

1 2 , h 0

1
(|| || || || ) || || ( , )

2
1 1

(| | | | ) ( , ) || ||
2
1 1

(| | | | ) ( , ) || ( )|| .
2

h a h c h a h h h

k

k k h h h

k

k k h h h w k

d
s

dt

Ch v s
p

Ch v s
p

    

   

    



 



 

  

    

   

                          (30) 

对引理 4 的误差方程(24)和(25)对时间 t 求导后，并分别中取
,h h t

  和
,h h t

w  ， 

, , , , , ,
( , ) ( , ) ( , ) 0

h h tt h t h h t h t h h t h t
a a b        ，

0, 0, , , , , 1 , 2 ,
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h h tt h t h h t h t h h t h t t h t t h t
c b s l l v            ， 

两式相加，可得 

2 2 2

, , , , , 1 , 2 ,

1
(|| || || || ) || || ( , ) ( , ) ( , )

2
h t a h t c h t a h h t h t t h t t h t

d
s l l v

dt
                                 (31) 

两边对时间从 0 到 t 积分，并利用引理 5 和 Young 不等式可得 

2 2 2 2 2

, , , , , , ,0 0

1 1 1 2 2 20 0

1 1
(|| || ( ) || || ( )) (|| || (0) || || (0)) || || ( , )

2 2
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h t a h t c h t a h t c h t a h h t h t

t t

t h t h tt h t h t h tt h

t t ds s ds
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        

     

      
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   

     

 

  
 

  

 

  

   

   
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+ 1 1/2 1 1/2 1 1/2
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| | || ( ) || | (0) | || ( (0) (0)) || | | || ( ) ||

h h h

tk b k b k b

t k k h hb T t k k h hb T tt k k h hb T
Ch v Q Ch v Q Ch v Q ds          

     
    

 

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 0 00

1
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t k t k tt k tt k h h
Ch v s v s ds

p
  

   
     

2

0 00

1
|| ||

t

h h
ds

p
  0

1 1
( , ) ( , )

t

h h h h h h
s s ds

p p
       

利用引理的 inf-sup 条件，可得 

,

, ,
0 0

0 0

( , ) ( , )( , )
|| ( ) || sup sup (|| || || ||)

|| || || ||h h h h

h h t h h h hh h h

w k h h t h

h h

a ab
c

 

    
   

    


                  (32) 

这里 c 是一个正常数，这意味着 
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, 0 , , , 1 2 1 20
|| ( ) || 2 (|| || || || ) || (0) || || (0) || (| | | | (| ( ) | | ( ) | ) )

tk

w k h h t h h t h t t k t k tt k tt k
c Ch v s v s ds       

   
         

2 2
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ds s s ds

p p p p
                              (33) 

利用 Bellman-Gronwall 不等式，可得 

2 2 2 /

, 0 , ,
[0, ]

1 1
|| ( ) || (|| (0) || || (0) || ( , ) max ( , )) t p

w k h h t h t h h h h h h
t T

s s e
p p
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

     

2 2 2 2 2 2

1 2 1 20
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t k t k tt k tt k
Ch v s v s ds 

   
     

则， 

0 0

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 k 2 , ,0

1
( ( , ) ( , )) ( , ) ( , )

2
1

(| | | | (| ( ) | | (s)| ) ) (|| (0) || || (0) || ).

h h h h h h h h h h h h

tk

k k tt k tt h t h t

d
a c a s

dt

Ch v s v ds
p

       

   

   

  

     
       (34) 

再利用 Gronwall 不等式，可得 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 , , 1 2 1 20 0

1
|| || || || (|| (0) || || (0)|| (|| (0) || || (0) || ) (| | | | | | | | ) ).

t st k

h a h c h h h t h t k k tt k tt k
Ce Ch v v ds

p
        

   
            (35) 

注意到条件(20)和(21)，可得结论(28)。 

利用三角不等式和投影性质，可得如下的定理 

定理 7 设 2 2 1( , ) ( ( ) [ ( )] )k d d

S
v C L H    I

 
2 1 2

0
([ ( ) ( )] )k dC H H   I 是系统 (9)-(12)的解，且半离散格式

(18)-(20)的解为
0

( , ) ( ,{ , })
h h h h hb

v v v  ，则有
 

 
1/2

1 2 2 2 2

0 0 0 1 2 1 20
|| || || || | | | | | | | |

tk

h h k k tt k tt k
v v Ch v v   

   
                        (36) 

5 结论 

本文基于准静态的粘弹性方程，研究 Maxwell 模

型的粘弹性波传播方程，通过引入速度变量，对速度-

应力形式提出了一类半离散弱有限元格式，对应力采

用 k 次分片多项式，对速度的内部和边界分别采用 k+1，

k 次分片多项式，最后证明了该格式的唯一稳定解和最

优阶误差估计。 
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