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基于 OLS 一元线性回归方程显著性检

验之数学推导 
 

王伟*
 

广西财经学院中国-东盟统计学院, 广西南宁 530003 

摘要: 一元线性回归在统计学和计量经济学的教学内容体系中具有独特的重要地位，它是理解和掌握多元线性回

归的重要基础。然而，作为一元线性回归的重点和难点，关于 OLS 估计量性质与回归方程显著性检验往往缺乏

系统的数学推导。为了对回归方程显著性检验进行系统的数学推导，论文首先梳理了高斯的五个基本假定和三大

分布（卡方分布、t 分布和 F 分布）的定义与数学特征；接着论证了回归方程 OLS 估计量满足线性特性、无偏性

和有效性的特点，是最优线性无偏估计量（BLUE）；然后阐述了关于回归直线拟合优度判断的判定系数法和估

计标准误差法，两种方法具有内在的一致性，估计标准误差越小，判定系数随之越大，意味着回归直线的拟合程

度越好；最后通过证明 SSR/σ
2 和 SSE/σ

2 分别服从自由度为 1 和(n-2)的卡方分布，由此证明了 t 统计量和 F 统计

量分别服从 t 分布和 F 分布，而且 F 检验与 t 检验、相关系数 r 显著性检验具有一致性。因此，在一元线性回归

方程的统计检验中，不需要对整体线性关系、回归系数和相关系数同时进行统计显著性检验，只需要对三者之一

进行统计检验即可。 

关键词: 一元线性回归; OLS 估计量; 三大分布; 显著性检验; 拟合优度 
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Mathematical Derivation of Significance Test of 

Unitary Linear Regression Equation Based on OLS 

Wang Wei
*
 

China-Asean Institute of Statistics, Guangxi University of Finance and Economics, Nanning 530003, China 

Abstract: Unitary linear regression plays a unique and important position in the teaching content system of statistics and 

econometrics. It is an important basis for understanding and mastering multiple linear regression. However, as the key 

and difficult point of unitary linear regression, the properties of OLS estimators and the significance test of regression 

equations often lack of systematic mathematical derivation. In order to derive systematically the significance test of 

regression equation, the paper first combs the five basic assumptions of Gauss and the definition and mathematical 

characteristics of three major distributions (Chi-square distribution, t-distribution and F-distribution). Then, it is 

http://www.wjoms.com/
http://dx.doi.org/10.57237/j.wjms.2025.01.002


8 王伟：基于 OLS 一元线性回归方程显著性检验之数学推导  

 

http://www.wjoms.com 

demonstrated that the OLS estimator of the regression equation satisfies the characteristics of linearity, unbias and 

effectiveness, and it is the optimal linear unbiased estimator (BLUE). Then, expounds the determination coefficient 

method and the estimation standard error method about the judgement on goodness of fit for regression line. The two 

methods have intrinsic consistency. The smaller the estimation standard error is, the larger the determination coefficient 

is, which means the better the fitting degree of regression line. Finally, by proving that SSR/σ2 and SSE/σ2 obey the 

Chi-square distribution of freedom of 1 and (n-2) respectively, it is proved that t statistic and F statistic obey the t 

distribution and F distribution respectively, and the F test is consistent with the t test and the significance test of 

correlation coefficient r. Therefore, in the statistical testing of unitary linear regression equations, it is not necessary to 

test the statistical significance of the correlation coefficient, regression coefficient, and overall regression equation 

simultaneously. Only one of the three needs to be tested. 

Keywords: Unitary Linear Regression; OLS Estimator; Three Major Distributions; Test of Significance;  

Goodness of Fit 

 

1 引言 

一元线性回归的参数估计方法和显著性检验原理

是多元线性回归等相关内容的重要基础。大多数教材

对于一元线性回归方程的参数估计和显著性检验往往

直接给出统计量的抽样分布，未提供系统的数学证明，

使学生不得其解。本文以一元线性回归的基本假定与

三大分布的定义及数学特征作为研究起点，依次展开

关于一元线性回归方程参数估计、回归直线拟合优度

和回归方程显著性检验的数学证明，最后证明在一元

线性回归中 F 检验、t 检验与样本相关系数 r 显著性检

验的内在一致性。 

2 一元线性回归的基本假定与三大

分布的定义及数学特征 

2.1 基本假定 

假设一元线性回归模型为： 0 1i i i
y x     ，其

中， 0
 和 1

 为模型未知参数，分别称其为回归常数和

回归系数； i
 为随机误差项或随机扰动项。为了估计

模型未知参数 0
 和 1

 ，往往随机抽取 n 个样本观测点

1 1 2 2
( , ,), ),( ), ,(

n n
x y x y x yL 。为了保证关于线性回归模型

的参数估计量具有良好的统计性质，高斯对随机误差

项 i
 提出以下假定（称为高斯假定①）[1]。 

                                                      
①严格来说，高斯假定并不是针对一元回归模型本身，而是针

对普通最小二乘法 OLS。如果实际模型满足高斯假定，OLS 则

(1) 零均值假定，即： 

( ) 0 ( ) ( ) 0
i i i i i

E x E E E x          

(2) 同方差假定，即： 

 
2

2 2var( ) ( ) ( ) ,
i i i i i ii i

x E E x x E x         

2 2 2var( ) ( ) ( )
i i i i

E E E x          

(3) 正态分布假定，即
2(0, )

i
N   

(4) 无自相关假定，即： 

   cov( , ) ( ) 0
i j i i j j i j

E E E E                  

由于在二维正态分布下，“ i j
 与 不相关”与“ i j

 与

相互独立”等价。因此，综合以上四个假定可知，随机

误差项 i
 相互独立且均服从零均值、同方差 2 的正态

分布，即： 

2iid (0, )
i

N :
 

(5) 随机误差项与解释变量不相关假定，即： 

    
     

   

 

cov( , )

0

0

i i i i i i

i i i i

i i i i

i i i

x E E x E x

E x E E x

E E x x E x

E x E x

  

 





        
 

    
     

                                                                                           
是好的估计方法；如果不满足高斯假定，OLS 则不再适用。 
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由于
0 1i i i

y x     ，根据高斯假定可知，
i

y 相

互独立且均服从均值为
0 1 i

x  、方差为 2 的正态分布，

即
2

0 1
( , )

i i
y iidN x  : 。 

2.2 三大分布的定义与数学特征 

2.2.1 卡方分布的定义与数学特征 

假定随机变量
1 2 n

X X X， ，， 相互独立，且

(0 ),1
i

X N: ，则 2 2

1

( )
n

i
i

Y X n


  : ，而且： 

       2 2

1 1

= n, 2
n n

i i
i i

E Y E X D Y D X n
 

     

      21/ =1/ n-2 , 1/ =1/ n-2 n-4E Y E Y        

而 且 ， 卡 方 分 布 满 足 可 加 性 [2] ， 如 果
2 2

1 1 2 2
( ), ( )Y n Y n : : ，则   2

1 2 1 2
( )Y Y n n : 。 

2.2.2 t 分布的定义与数学特征 

假定随机变量 , )1(0X N: ，
2 ( )Y n: ，且 X 与Y 相

互独立，则 ( )
/

X
t t n

Y n
 : ，而且： 

    
1

( ) 0E t nE X E
Y

  ， 

     
2

2 2 1
( ) ( 2)

/ 2

X n
D t E t E nE X E n

Y n Y n

 
     

 
 

2.2.3 F 分布的定义与数学特征 

假定随机变量
2 2

1 1 2 2
( ), ( )Y n Y n : : ，且 1

Y 和 2
Y 相

互独立，则 1 1

1 2

2 2

/
( , )

/

Y n
F F n n

Y n
 : ，而且： 

 
2 2 2

1 1 2

1 2 1 2 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( 2)

2 2

n n n
E F E Y E n n

n Y n n n
   

 
g g  

 
22 2 1 2

22

1 2 2

2 ( 2)
( ) ( ) ( ) ( 4)

( 2) ( 4)

n n n
D F E F E F n

n n n

 
   

 
 

3 一元线性回归OLS估计量的求解

及其性质 

3.1 OLS 估计量的求解 

为了估计一元线性回归模型的参数 0
 和 1

 ，采用

不同的估计方法会得到不同的样本统计量
0

̂ 和
1

̂ ，进

而得到不同的回归估计值
0 1i i

y x   。但是，理想的

估计方法应使得所有的
i

y 与 i
y 的距离越小越好[3]。通

常，采用普通最小二乘法 OLS 进行估计，使得

2 2 2

0 1 i
1 1 1

( ) ( )
n n n

ii i i
i i i

Q y y e y x 
  

        最小化[4]。

根据微积分的极值定理，可得： 

0 1
1 1

0

2 ( ) 2 0
n n

i i i
i i

Q
y x e 

  


       


， 

0 1
1 1

1

2 ( ) 2 0
n n

i i i i i
i i

Q
x y x x e 

  


       


 

经过整理，可得到以下正规方程组： 

2

0 1 0 1
1 1 1 1 1

,
n n n n n

i i i i i i
i i i i i

y n x x y x x   
    

         

通过消元法求解，可得[5]： 

 
  

 
1 1 1 1

1 102 2
2

11 1

n n n n

i i i i i i
xyi i i i

nn n
xx

ii i ii i

n x y x y x x y y l
y x

lx xn x x

     

 

     
    

 

,  

由此可知，在直角坐标系中，根据估计的回归方程拟合的回归直线必然经过
0

0,（ ）和 ,x y（ ）两点。而且，y y 。 

3.2 OLS 估计量的性质 

OLS 估计量是否是一个好的估计量呢？下面从估计量的分布出发，依次证明 OLS 估计量的线性特性、无偏

性和有效性。 



10 王伟：基于 OLS 一元线性回归方程显著性检验之数学推导  

 

http://www.wjoms.com 

3.2.1 𝜷𝟏̂和𝜷𝟎̂估计量的分布 

  

 

 

 

 

      

1 1 1

1 2 2

1 1

1 1 10, 1

n n n

i i i i
i i i

i in n

xx
i i

i i

n n n

i i i i i
i i i

xx xx xx

x x y y x x x x
y y

lx x x x

x x x x x x x x x

l l l

   

 

  

     
  

  

     
  

 

1
 的期望和方差分别如下： 

 
 

 
 

 1 1

1 0 1 1

n n

i i
i i

i i

xx xx

x x x x
E E y x

l l
    

  
      

 
 

 
 

 

2

2

21

1 2 2
2

1
1

/

n

i
i

i xxn
n

i
i i

i

x x
D D y l

x xx x


 





  
  
  

 

由于
2

0 1
( , )

i i
y iidN x  : ，因此

1
 是 n 个独立正态随机变量 i

y 的线性组合，同样服从正态分布。因此，
2

1 1
( , )

xx

N
l

  。 

同样，可求出
0

 的期望和方差如下： 

   
1 1

0 1
1

1

n n

i i n i
i i

i i
i

xx xx

y x x x x x
y x y x y

n l n l
   



   
      
 
   

           0 1 1 0 1 1 0
1

/
n

i
i

E E y E x E y n xE x x      


        

 

 
     

2 2
22

2 2 21 1

0 2
1 1 1

21 1 1
( ) 0

n n

i in n ni i
i i

i
i i i

xx xx xx xx xx

x x x xx x x x x x x
D D y

n l n nl l n l nl
    

  

                        
            

 

因此，

2

21

0 0
( , )

n

i
i

xx

x
N

nl
  


。 

3.2.2 估计量的线性特性 

 
i 1

1 1
1

ˆ

n

i n

i i i
i

xx

x x
y k y

l
 




  Q

 

其中， 1 1 1
1 1

, 0, 1
n n

i

i i i i
i i

xx

x x
k k k x

l  


     
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 
0 0

1 1

1ˆ
n ni

i i i
i i

xx

x x x
y k y

n l


 

 
    
 
   

其中，
 

0 0 0
1 1

1
, 1, 0

n ni

i i i i
i i

xx

x x x
k k k x

n l  

 
     
 
 

 

 

因此，OLS 估计量均是正态随机变量 yi 的线性组合，

也服从正态分布。 

3.2.3 估计量的无偏性 

根据估计量的分布可知，    1 01 0
,E E     。

样本的随机性导致了估计值偏离参数真值的随机性。

但是，由于估计量的无偏性，保证了估计值对参数真

值的平均偏离为零。 

3.2.4 估计量的有效性 

现假设
*

1
 和

*

0
 分别是模型参数 1

 和 0
 的任意一

个线性无偏估计量，即： 

   

   

* *

1 11 1 1 1 1 0 1
1 1 1

* *

0 00 0 0 0 0 0 1
1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

n n n

i i i i i i i i
i i i

n n n

i i i i i i i i
i i i

w y w k E w E y w x

w y w k E w E y w x

   

   

  

  

        


        


 

1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1

0 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1

0, 0 1

, 0 1 0

n n n n

i i i i i i
i i i i

n n n n

i i i i i i
i i i i

w w x w w x

w w x w w x

  

  

   

   

        


        


，

，

 

则
*

1
 的方差为： 

       

 
   

   
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2

2

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
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0
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i i i
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D w k k

  

   

  

    

 

            

  
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 
 

         2 2 2

11 1
1

/ /
n

i i xx xx
i

w k l D l  


   

 

同理， µ*

0
 的方差为： 

       

   

   
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2
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2
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1 1 1 1

* 22
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n n
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  

，
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0
1
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i
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D
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可知，在所有满足线性无偏性质的估计量中，
1

 和

0
 均具有最小的方差性质，即满足有效性[6]。相比于

其他的线性无偏估计量，有效性保证了 OLS 估计量具

有更大的概率离参数真值更近。因此，OLS 估计量是

最优线性无偏估计量（BLUE）[7]。 

4 回归直线拟合优度的判断 

根据 OLS 估计所得到的回归方程描述了变量 x 与

y 之间的线性关系。但是回归方程所拟合的回归直线并

不一定经过所有的样本观测点  ,
i i

x y 。各样本观测点

离回归直线越近，回归直线的拟合程度越好。为了反

映回归直线的拟合优度，可以使用判定系数 R
2和估计

的标准误差 Se 来衡量。 

4.1 判定系数 R
2
 

     
2 22

1 1 1

, =
n n n

i i i i
i i i

SST y y SSE y y SSR y y
  

      令 ，
 

        

   

  

0 1 0 1
1 1 1

2
2 2

2

1
12 21 1

2 2 2

1 1 1

1

1

2 2

1 1

0

(x )

( ) ( ) ( )

(

( ) ( )

n n n

i i i i i i i
i i i

nn n

i ii i
ii i

n n n

i i i
i i i

n

i i i
i
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i i
i i

y y y y e y y e x x

SST SSR SSE

y yy y xSSR
R r

SST y y y y y y

x x y y x
r

x x y y

   





  

 

  



 

           
 

  

  
    

    

  
 

  

2

1

2

1

)

( )

n

i

n

i
i

x

y y









 

因此，相关系数 r 与 µ
1

 的正负号一致。而且，相关系数 r 与判定系数
2R 一样也可以反映回归直线的拟合优

度。相关系数 r 的绝对值越大，判定系数
2R 越大，拟合优度越好。 

4.2 估计标准误差 Se 

估计标准误差是一个度量回归估计值与实际值之间偏离程度的统计量，它反映了用回归估计值 µ
i

y 预测 i
y 时

误差的大小[8]。残差平方和越小，回归直线的拟合程度越好。 

   
          

2

0 0 1 1
1

2 2
2 2

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1

2 2 2

n

i i
i

n n

i i i i i i
i i

SSE x

x x x

    

              



 

     
 
               
    

 

 
   

 

   

   

2

0 1 0 1
1 1 1 1 1

2 2 2

2 21 1

1

2 2 2

1
( ) ( ) ( ) 2 cov( , ) 2

2 1
2

2 4 2

n n n n n i i i

i i i i i
i i i i i

xx xx

n n

i i n i i
i i

i
i

xx xx xx xx xx

x x x x x x
E SSE D D x D x E y

n l l

x x x x x x xnx
n x

l l l n l l

n n

     

 

  

    

 



  
           
 
 

      
            
    

    

 

 

由此，SSE 的大小与其自由度  n 2 相关。因此，

为了剔除自由度的影响，将 SSE 除以其自由度得到

 / n 2SSE   [9]，其数学期望为： 

    2/ n 2E SSE E MSE     



 数学与统计 2025, 4(1): 7-15 13 

 

http://www.wjoms.com 

因此， / ( 2)SSE n 和均方残差 MSE 是误差方差
2 的无偏估计量。在实际回归分析中，由于标准差 的

未知性，常用标准误差 se 来代替误差标准差 的估计

值 [10]，即 / ( 2)se SSE n MSE     。 

在样本量 n 一定的情况下，衡量回归直线拟合优

度的判定系数 R
2 和估计的标准误差 Se 具有内在的一

致性。当估计的标准误差 Se 越小，判定系数 R
2 随之越

大，意味着回归直线的拟合程度越好。 

5 回归方程的显著性检验 

5.1 SSE/𝝈𝟐与 SSR/𝝈𝟐服从卡方分布之证

明 

首先，对
1 2
, , ,

n
y y y 作正交变换Z AY ，其中，A

为正交矩阵，具有如下形式[11]： 

     1 2

31 32 3

1 2

1 / 1 / 1 /

/ / /
xx xx n xx

n

n n nn

n n n

x x l x x l x x l

A a a a

a a a

 
 
   
 


 
 
 
  

L

L

L

M M M M

L
 

由 A 的正交性，满足以下条件： 

2

1 1 1 1

1, 0, 0( 3); 0( 3)
n n n n

ij ij ij j ij kj
j j j j

a a a x i a a k i
   

         
 

0 1

1 1
1

2 2

3 3 0 13 3 1 1

0 1
1 1

( )

/

( )

( )

xx
xy xx
n n

j j j j j
j j

n n
n n

nj j nj j j
j j

n y n x
z y ll l
z y

a y a xz yZ A

z y
a y a x

 



  

  

 

 

   
     
     
                
     
     
             

   

 

由 于
2

0 1
( , )

i i
y iidN x  : ， 因 而 ， 1 2 3

, , , ,
n

z z z zL 相 互 独 立 且 满 足 ： 2

1 0 1
( ( ), )z N n x  : ，

2

2 1
( , ),

xx
z N l 

2(0, )( 3)
i

z N i : [12]。 

根据卡方分布的定义，可知： 

   

 

2 22 2
2

1 1 2 1
1 1

2
2 2 2 2

2 2 1

0

/ / / (1)

n n

i i xx
i i
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SSR y y x x l z if

SSR z z l
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    

 

       

    
 

，

 

     
2

22 222 2
2 2 2 2 2 2

1 1 2
1 1 1 1 1 1 3

n n n n n n n
xy

i i i i i i i
i i i i i i i

xx

l
SSE SST SSR y y y y y ny x x y ny z z z z

l


      

                        

2

2 2 2 2

3 3

0
/ / ( 2)

n n
i

i
i i

z
SSE z n  

 

 
     

 
: 。

 

根据卡方分布的数学特征，可知： 

 2/ 2E SSE n    
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5.2 t 统计量服从 t 分布之证明 

根据 t 分布的定义，可知： 

1 1

2

2 2 2 2

3 3

(0,1)

0
/ / ( 2)

xx

n n
i

i
i i

N

l

z
SSE z n

 
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 
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2

1

( 2)
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
     





  
     


 

5.3 F 统计量服从 F 分布之证明 

 
 

2 2 2 2

1

2

2

0, / (1), / ( 2)

/ / 1
(1, 2)
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



 

  


 

5.4 F 检验与 t 检验、相关系数 r 显著性检验的一致性 

在一元线性回归中，根据样本观测点经过 OLS 所估计的回归方程是否真实反映了总体变量之间的关系，需

要进行回归方程的显著性检验，包括回归方程整体线性关系的 F 检验和回归系数的 t 检验。 

 
 
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2 22

1
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



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F

SSE n r SSR r r
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 
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  

 

 

因此，
 

 

2

2

2

2

1

r n
F t

r


 


[13, 14]。对于一元线性

回归方程，因只有一个自变量 x，回归方程的显著性检

验与回归系数的显著性检验具有一致性。同时，为了

考察样本相关系数 r 的可靠性，同样需要进行样本相关

系数 r 的显著性检验。由于相关系数 r 显著性的检验统

计量为
2

(n 2)
t

1
r

r





同样服从自由度为  n 2 的 t 分布。

而且，回归系数检验统计量的值等于相关系数检验统

计量的值，即： 

1 1

2

1

/ 2

1/ /( )

yy xx yy

xx xx

r l l r l n
t r

se rse l se lse

 




    


 

因此，在一元线性回归中，F 检验与 t 检验、相关

系数 r 显著性检验具有一致性。 
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6 结论 

在满足高斯基本假定的前提下，证明了 OLS 估计

量满足线性特性、无偏性和有效性的特点，是最优线

性无偏估计量（BLUE）。阐述了回归直线拟合优度判

断的判定系数法和估计标准误差法，两者具有内在的

一致性，估计标准误差越小，判定系数随之越大，意

味着回归直线的拟合程度越好。最后，通过证明 SSR/σ
2

和 SSE/σ
2分别服从自由度为 1 和  n 2 的卡方分布，

由此证明了 t 统计量和 F 统计量分别服从 t 分布和 F 分

布，而且一元线性回归中的 F 检验与 t 检验、相关关系

r 显著性检验具有一致性。因此，在一元线性回归的统

计检验中，不需要同时对整体线性关系、回归系数和

相关系数同时进行统计显著性检验，只需要对其中三

者之一进行检验即可[15]。 
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