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区间型频率指标在结构损伤识别中的 

应用研究 
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山东建筑大学土木工程学院建筑结构加固改造与地下空间工程教育部重点实验室, 山东济南 250101 

摘要: 土木工程结构的性能指标往往在实际取值上具有不确定性，影响到结构损伤识别的效果。为此，基于固有

频率指标，提出了采用小样本分析来获取区间型频率代表值进而进行损伤识别的方法。首先对小样本分析问题进

行了专题研究，通过实例分别说明了与正态分布、均匀分布有关的小样本分析方法，明确了区间型参数取值的具

体获取方式，然后基于区间型频率代表值提出了应用于损伤识别的两种具体方式：(1) 取区间的中值作为频率代

表值：可充分照顾确定数运算的习惯，常规的损伤识别方法都可直接适用；(2) 直接取区间值作为频率代表值：

此时可直接利用区间型的频率值对参数变化的敏感性来进行损伤是否出现的判别，但需要做进一步的研究来识别

损伤的位置与程度。最后结合两座大型桥梁（青岛沧口航道桥、上海南浦大桥）给出了应用实例说明。 
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Study on the Application of Interval Frequency Index 

in Structural Damage Identification 
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Civil Engineering, Shandong Jianzhu University, Jinan 250101, China 

Abstract: Most performance indices of civil engineering structures have uncertainty in actual values, which affect the 

effect of structural damage detection. For this reason, based on the natural frequency index, a method using small sample 

analysis to obtain the interval representative value of the frequency was proposed for damage detection. Firstly, a special 

study on the small sample analysis was carried out: the small sample analysis methods related to normal distribution and 

uniform distribution were explained through examples and then the specific method of obtaining interval parameter 

values was clarified. Subsequently, two specific damage detection methods based on the interval representative value of 

the frequency were proposed: (1) Taking the median of the interval as the frequency representative value, which can fully 

take into account the habit of deterministic operation and apply conventional damage identification methods directly; (2) 

Directly taking interval values as frequency representative values, which can distinguish whether damage occurs directly 

by the sensitivity of interval type frequency values to parameter changes. Further research is needed to identify the 
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location and degree of damage. Finally, two large-scale bridges (Qingdao Cangkou Waterway Bridge and Shanghai 

Nanpu Bridge) were combined to provide application examples for explanation. 

Keywords: Small Sample; Interval Number; Natural Frequency; Damage Detection 

 

1 引言 

在役工程结构在各种内外部因素的作用下常会出

现损伤。随着老龄结构的日益增多，结构损伤识别的

研究正变得越来越重要。要进行损伤识别，需要先选

定一个结构性能指标，利用其在损伤前后的变化来识

别结构变化、判断损伤情况。但由于材料性质、施工

工艺等方面的原因，工程结构的主要性能指标在取值

上一般均存在着不确定性。在损伤识别的过程中也应

考虑指标取值的不确定性，才能确保识别效果。 

目前常用于损伤识别的结构性能指标之一是固有

频率。当结构发生损伤时，一般都会导致局部刚度的

变化，进而引起振动模态的变化[1]。频率在振动模态

各指标中相对容易获得且精度较高[2]，因此可利用固

有频率变化与结构特征的相关性来识别损伤。获取结

构的固有频率值一般有两种方式：建模后得到计算值；

现场实测加速度后处理得到实测值。这两种方式中都

存在难以避免的多种误差因素[3]，因此固有频率的代

表值也具有不确定性。 

目前相关学者已提出不少基于固有频率的损伤识

别指标，具有良好的识别效果。例如，Sha 等[4]提出了

一种“相对自然频率变化（RNFC）曲线”可用于识别局

部损伤；Pan 等[5]提出了一种新的振动模式选择方法以

提高基于频率的损伤识别方法的准确性；Vahidi 等[6]

根据振动频率的欧几里得模误差的平方来选择目标函

数，用于生成优化系统以使有限元模型（用于损伤识

别）与实验模型之间的差异最小。但现有方法对指标

取值不确定性的考虑还有进一步提升的空间。 

本文将提出一种基于固有频率指标、考虑不确定

性处理的结构损伤识别思路。具体来说，对于具有不

确定性的结构性能指标，其真实代表值应是一个区间

数而非确定数。要获取此区间值，一般需要数量较多

的重复性实测数据来进行统计分析。但对于土木工程

结构而言，工作量和费用等因素是进行大量重复试验

的明显障碍，实际能获取的指标样本值不多，常规的

统计分析方法难以适用。为此，可引入小样本分析以

得到结构各阶固有频率取值的合理区间、提高频率代

表值的准确性，代替常规的确定数进行损伤识别，有

望获得更高的识别敏感度、提高损伤识别的效果。 

2 区间型频率代表值的获取 

利用小样本分析方法，在小样本的情况下获取尽

量精确的区间型频率指标代表值。 

2.1 小样本分析方法 

2.1.1 和正态分布有关的小样本分析 

目前对结构性能指标的数值大多都假设为正态分

布，之所以采用这一近似假定，主要是考虑到计算方

便的需要，并没有很充分的依据。对于某些性能指标，

如混凝土强度，还有大量的统计分析和试验研究来说

明批量混凝土的强度基本符合正态分布[7]。而在某些

情况下，采用正态分布假设则是明显的权宜之计。例

如在结构可靠度分析中，应当考虑到假设的正态分布

与实际分布形式的尾部区域的差异，这一差异对可靠

度分析会产生影响。现有的处理方法是采用拟正态分

布法确定相关统计参数以最大程度的规避这种影响。

因此，对某性能指标实测的小样本数据，在采用正态

分布假设之前，应考虑先进行是否符合正态分布的检

验。可采用以下方法进行小样本情况下的检验及相应

的统计参数推断： 

(1) 小样本的总体正态分布检验 

由于小样本的特殊性，不能采用常规的统计学方

法来检验实测值是否是来自某个正态总体的样本值，

需要采用专门的方法来进行检验。 

对于小样本，检验其是否来自某个正态总体的最

常用方法是 W 检验法[8, 9]。具体方法如下： 

对容量为 n 的样本，将观测值（x1，x2，⋯，xn）

按从小到大的次序排列，处在第 i 个位置的数据记作

x(i)。W 检验所用统计量的计算公式为： 
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aκ是W检验必需的系数，可在文献[10]中查到。对

n≤50、显著水平a=0.05，已有编制好的Wa分位数表。

W检验的法则为：若Wa<W≤1，则接受正态性假设；若

W≤Wa，则拒绝正态性假设。 

下面结合例 1 和例 2 来进行具体说明： 

例 1：某组混凝土多孔砖抗压能力测试数据[11]如

下：12.9，15.7，10.8，10.4，11.6，11.0，11.5，12.0，

13.1，13.0（单位：MPa）。 

解：计算过程见表 1： 

表 1 例 1 的计算过程表 

K X(k) X(n+1-k) ak k X(k) X(n+1-k) ak 

1 10.4 15.7 0.3964 4 11.5 12.9 0.2098 

2 10.8 13.1 0.2737 5 11.6 12 0.1878 

3 11 13 0.2368     

得：
__

x ＝12.2，S＝1.47，L＝3.57，所以
2

2

L
W

nS


＝0.59。 

对显著水平 a=0.05，分位数 W0.05=0.94。因为

0.59<W0.05，所以对该样本拒绝正态假设。 

例 2：某组混凝土抗压强度数据（N/mm
2）[12] 如

下：21.2，21.5，17.2，22.5，18.2，20.0，20.9，19.6，

21.7，20.6，20.7，23.5，22.8，22.1，18.7，21.4，25.3，

23.5，21.7，19.5，24.5，23.8，24.1，18.9，20.7，21.3，

16.0，22.9，25.1，25.2，24.9，21.1，22.0，22.9。 

根据表 2 计算得：
__

x ＝21.65，S＝2.27，L＝12.97，

所以
2

2

L
W

nS
 ＝0.96。 

表 2 例 2 的计算过程表 

序号 k X(k) X(n+1-k) ak 

1 16 25.3 0.3964 

2 17.2 25.2 0.2737 

3 18.2 25.1 0.2368 

4 18.7 24.9 0.2098 

5 18.9 24.5 0.1878 

6 19.5 24.1 0.1691 

7 19.6 23.8 0.1526 

8 20 23.5 0.1376 

序号 k X(k) X(n+1-k) ak 

9 20.6 23.5 0.1237 

10 20.7 22.9 0.1108 

11 20.7 22.9 0.0986 

12 20.9 22.8 0.0870 

13 21.1 22.5 0.0759 

14 21.2 22.1 0.0651 

15 21.3 22 0.0546 

16 21.4 21.7 0.0444 

17 21.5 21.7 0.0343 

对显著水平 a=0.05，分位数 W0.05=0.94。因为

W0.05<0.96<1，所以对该样本接受正态假设。 

(2) 正态分布情况下的统计参数推断 

根据中心极限定理，当样本容量 n 充分大时，常

用样本指标的抽样分布会渐进地趋于正态分布，因此

在区间估计和假设检验中都以正态分布为统计推断

的基础。对于样本平均数和样本成数的抽样分布，可

以应用矩母函数的唯一性定理来证明其确实符合正

态分布。但对于小样本，需考虑在不降低推断可信度

与精确度的条件下的统计量分布推断方法。下面利用

t 分布，对性能指标 R 的均值 μR进行基于小样本的区

间估计： 

大样本情况下的点估计一般用样本均方差 S 作为

总体均方差 σ 的估计值（
2

___

1

1 n

i

i

S R R
n 

 
  

 
 ），这是

已知有偏误的，即 S 一贯比 σ 偏小。若 n>30，这种偏

误可忽略，但对于小样本，若忽略这种较大的偏误，

可能导致在将样本平均数
___

R 对总体平均数 μ的离差进

行标准化时，得到的
__

___

R

R
t






 不再像大样本情况下服

从标准正态分布[13]。 

由此产生了 t 分布。t 分布可用于小样本的均值的

区间估计和假设检验，也可用于两小样本平均数差的

检验。按一定的显著性水平 a，对总体 R 的均值进行区

间估计，可得到可信程度为 1-a 的置信区间，然后可直

接以这一区间作为指标 R 的取值，即得到了区间型的

性能参数取值。结合例 3 来进行具体说明： 

例 3：18 个钢筋混凝土试件（混凝土强度为 C25，

内含直径 12mm 的 HPB300 钢筋），在室外自然环境

中放置 8.5 年后实测钢筋的锈蚀失重率。数据样本为

[14]：0.908%，0.436%，0.774%，0.481%，0.418%，

0.134%，0.556%，0.599%，0.702%，0.467%，0.844%，

0.556%，0.340%，0.284%，1.442%，0.643%，1.560%，

0.306%。 
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解：样本均值
_

x =0.636%，均方差 S=0.363%。经检

验，该样本服从正态分布。下面对均值 μ进行区间估计： 

由定理知：

_

( 1)
/

x
t t n

S n


  ，选取显著性水平

a=0.05，查 t 分布表得到 t(n-1)分布的双侧分位数

/ 2( 1)at n ＝2.1098，则 μ的置信水平为 0.95 的置信区

间为(636 −
363

√18
∙ 2.1098, 636 +

363

√18
∙ 2.1098) ∙ 10−5，即

（0.456％，0.817％）。 

取该区间作为锈蚀失重率的代表值，显然比某一

确定值更能描述实际数据的离散性，也更能说明定量

规律。 

如果要对性能指标 R 的标准差 σR进行基于小样本

的区间估计，可采用 χ
2 分布。在大样本的情况下，根

据中心极限定理，可以认为 R 的样本方差服从正态分

布，但在小样本的情况下，必须采用其精确分布形式，

即 χ
2 分布。 

以例 3 中的数据为例，取 a=0.05，查 χ
2 分布表得

2

0.025(17) ＝30.191， 2

0.975(17) ＝7.564，锈蚀失重率标

准 差 σ 的 置 信 水 平 为 95 ％ 的 置 信 区 间 为

(
√17

√30.191
𝑆,

√17

√7.564
𝑆)，即（0.272％，0.544％）。同样可

以该区间作为指标标准差 σ 的代表值。 

2.1.2 和均匀分布有关的小样本分析 

对某些结构性能指标，如果实测到的数据取值范

围不大、数值分布比较均匀、且经检验不服从正态分

布，则可检验其是否服从均匀分布并进行参数估计。 

(1)若分布区间的边界值 a 和 b 已知 

均匀分布的判定定理[15]如下： 

设（R1、R2…Rn）是 R 的一个样本，则： 

边界值 a 的检验统计量为
   

 

max min

max

i i
ii

i
i

R R
Z

R a





，

其接受域为 c1<Z<c2； 

边界值 b 的检验统计量为
   

 

max min

min

i i
ii

i
i

R R
W

b R





，

其接受域为 c1<W<c2。 

式中：

1

1

1
2

n

c
  

  
 

，

1

1

2 1
2

n

c
  

  
 

，a 为显著性水平。 

经反复验证，只要样本容量 n≥10，该定理的计算

结果就很良好。 

(2)若分布区间的边界值 a 和 b 未知 

则可根据以上定理中的接受域来确定 a 和 b 的取

值区间，进而可采用区间的中值来作为 a 和 b 的代表

值，得到总体 R 的取值区间。 

例 4：一组烧结普通砖的强度回弹试验结果如下

[16]：27.7，26.7，23.8，35.0，36.4，30.5，32.3，29.6，

32.8，28.0，34.3，34.4，34.3，31.7（单位：MPa）。 

n=14，l=7，选取 a=0.05，计算得： x ＝31.24，S

＝3.53，L＝11.51，
2

2

L
W

nS
 ＝0.76<W0.05，所以对该

样本拒绝正态假设。然后根据均匀分布的判定定理计

算得：  
1

14 1
1 0.025c  ＝0.753，  

1

14 1
2 0.975c  ＝0.998。 

边界值 a 应使 Z 满足 c1<Z<c2，边界值 b 应使 W 满

足 c1<W<c2 。对本组数据， Z=
36.4 23.8

36.4 a




，可得

19.7<a<23.8；W=
36.4 23.8

23.8b




，可得 36.4<b<40.5。 

可取 a=(19.7+23.8)/2=21.75，b=(36.4+40.5)/2=38.45，

即认为数据样本服从均匀分布[21.75，38.45]。该区间

即为该组砖强度值的取值区间。 

2.2 区间型频率代表值的获取 

将以上小样本分析方法应用于频率指标，只需通

过小数量的重复性试验得到频率值的一个小样本，进

而即可获取区间型的频率代表值。 

这种区间型代表值从意义上来说涵盖了测量误差、

材料客观的离散性等，更能准确地反映频率指标的实

际情况。 

3 区间型频率代表值在结构损伤识

别中的应用 

某一确定数表达的频率代表值难以考虑数值获取

过程中的各种误差，对结构参数的微小变化不太敏感。

而对于区间型频率代表值，考虑了各种误差的影响效

应，若某一结构参数因损伤而发生变化，基于小样本

分析获得的频率取值区间就会发生变化，增强了频率

指标对损伤的敏感性。 
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3.1 应用方式 

具体来说，区间型频率代表值在损伤识别方面的

应用包括两种方式： 

(1) 取区间的中值作为频率代表值。 

区间中值的确定也包含了前述小样本分析的成果、

考虑了各种误差的影响，因而也是比常规的确定数代

表值更为准确合理的。采用这样方式，则照顾了确定

数运算的习惯，常规损伤识别方法[1-6]都可直接适用。 

(2) 直接取区间值作为频率代表值。 

此时可直接利用区间型的频率值对参数变化的敏

感性来进行损伤是否出现的判别，但要识别损伤位置

与程度的话，则需要结合以上各损伤识别方法[1-6]和

区间数运算的特点做进一步的研究工作。 

3.2 应用实例 

(1) 青岛沧口航道桥 

青岛舱口航道桥是一座钢箱梁双塔双索面斜拉桥，

主跨 260m，总长 600m。该桥的有限元模型如图 1 所

示（包括 611 个节点和 968 个单元）。 

 

图 1 沧口斜拉桥的有限元模型 

计算得第一阶和第二阶频率分别为 0.237055 和 0.341692Hz，前两阶振型分别如图 2 和图 3 所示： 

 

图 2 沧口桥的第一阶振型 

 

图 3 沧口桥的第二阶振型 

显然这些计算值也只是近似值。假设该桥竣工后

进行了小数量的重复性动力模态试验，按小样本分析

方法得到第一、二阶频率的区间值分别为[0.237000Hz, 

0.237110Hz]、[0.341612Hz, 0.341772Hz]。在桥梁出现

损伤后同样进行了小数量的重复性模态试验，得到的

前两阶频率区间值分别是[0.237628Hz, 0.237788Hz]和

[0.341581Hz, 0.341637Hz]。则根据区间值的变化，可

认为该桥的结构确实发生了损伤。取以上区间值的中

值（0.237708Hz, 0.341609Hz）来作为频率的代表值，

进而根据损伤识别方法可推出损伤信息。 



 土木工程与建筑研究 2023, 1(2): 88-94  93 

 

http://www.cearesearch.org 

(2) 上海南浦大桥 

南浦大桥是主跨 423m 的双塔双索面钢——混凝

土叠合梁结构斜拉桥。该桥于 2006 年 12 月采用环境

随机振动方法进行了动力特性测试：在主梁上布置了

14 个拾振断面拾取主梁竖向和横向加速度响应，采用

基于 FFT 技术的频域识别法进行系统识别与模态分析，

获得大桥前 13 阶振型的动力特性参数。现以前两阶频

率值进行说明： 

该桥第一、二阶频率分别为 0.355Hz、0.380Hz。1991

年 11 月竣工时的对应数据为 0.360Hz、0.370Hz。现有

的检测结论是在考虑有 1～3%的差异属于正常的情况

下，认为两次振动测试得到的固有频率结果基本一致，

说明大桥总体结构的刚度和质量分布没有变化[17]。 

但从理论分析出发，基于环境随机振动的系统参

数识别方法具有较大的误差：周围各种环境因素的影

响特征被简化为白噪声；加速度的测点数量有限及布

置位置不完全合理；加速度测试数据的误差；频域识

别方法本身的误差及数据计算误差等。在此情况下，

以上得到的频率值显然只能是真实频率值附近的某

一个值，这种较大的误差使得大桥的微小损伤足以被

掩盖。因此，根据本文的研究，可在进行系统参数识

别时加以小数量的重复，然后对得到的小样本进行处

理得到各阶频率的区间型代表值。假设得到各阶频率

的容量为 10 的小样本，经分析后得到第一阶频率为

[0.350Hz, 0.358Hz]，第二阶频率为[0.375Hz, 0.383Hz]。

这一区间值的表达形式既包含了真正的频率信息，又

充分体现了各种误差的影响。一旦结构出现因损伤导

致的真实频率值变化，则该区间值将随即发生变化，

使得损伤信息得到指示。例如，假设大桥竣工时也这

样进行了重复性实测，得到相应的第一、二阶频率区

间值为[0.356Hz, 0.366Hz]，[0.364Hz, 0.376Hz]。则根

据这两组区间值数据的差异就可认为：结构的前两阶

频率值确实发生了变化，结构确实出现了损伤。然后

可取以上各区间的中值作为频率的代表值，进一步结

合现有的损伤识别方法[1-6]来判断损伤的位置和程

度。 

4 结语 

为更好地处理结构性能的不确定性、提升结构损

伤识别方法的效果，本文基于固有频率指标，提出了

基于小样本分析来获取区间型频率代表值、进而进行

损伤识别的方法。本方法可以更好地考虑结构实际性

能以及相关误差的影响，适用于实际的大型工程与实

验室内的小型试验。 
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