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摘要: 切换时滞系统是一类具有多模态特性的系统模型，具有重要的理论研究价值。本文使用李亚普诺夫函数法

和模型依赖平均驻留时间方法（MDADT）研究了非线性和线性切换时滞系统的指数稳定性问题。将模型依赖平

均驻留时间方案引入切换时滞系统，基于模型依赖平均驻留时间设计，以线性矩阵不等式（LMIs）的形式给出

了指数稳定的充分条件。切换系统中可以含有不稳定子系统。利用稳定的子系统和不稳定的子系统被激活总时间

比，给出了保证系统指数稳定的充分条件。随后对于一类特殊的切换时滞系统，通过求解线性矩阵不等式（LMIs）

和某些方程，可以分别得到使系统保持指数稳定所需要的模型依赖平均驻留时间（MDADT）的下界及子系统之

间被激活的时间比率。并给出了系统的状态指数衰减的具体形式。证明了在任意切换的条件下，切换闭环系统中

的所有信号最终有界，同时每个子系统输出都能在一个小的有界误差范围内跟踪上相应的目标轨迹。最后通过数

值算例和 MATLAB 仿真说明了该方法的有效性。 
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Abstract: Switched systems, as a kind of system models with multi-modal characteristics, Therefore, switched 

systems have important theoretical research value. In this paper, Lyapunov function and model dependent average 

dwell time method (MDADT) is used to study the exponential stability of nonlinear and linear switched time delay 

systems. The mode dependent average dwell time scheme is introduced into the system with switched time delay. 

Based on the mode dependent average dwell time design, the sufficient conditions for exponential stability are given 

in the form of linear matrix inequalities (LMIs). Exponential stability for switched delay systems consisting of stable 

and unstable subsystems is addressed. Under the condition that activation time ratio between stable subsystems and 

unstable ones is not less than a specified constant, sufficient conditions are given to guarantee exponential stability of 

the switched delay systems. Subsequently, for a special class of switched delay systems, a lower bound on the mode 

dependent average dwell time and the activation time ratio of subsystems are calculated respectively by solving a set 
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of linear matrix inequalities (LMIs) and certain equations. The concrete form of state exponential decay of the system 

is given. It is proved that under the condition of arbitrary switching, all the signals in the switched closed loop system 

are finally bounded, each subsystem output can track the corresponding target trajectory within a small bounded error 

range. Finally, the effectiveness of the proposed method is demonstrated by numerical examples and MATLAB 

simulation. 

Keywords: Mode Dependent Mean Dwell Time; Switched Delay Systems; Exponential Stability; Lyapunov Function; 

Linear Matrix Inequality (LMI) 

 

1 引言 

时滞现象在现实工程中是普遍存在的，例如通讯

网络系统、化学过程系统、电力系统等。由于时滞经

常是不稳定的来源，并且时滞现象通常影响系统的稳

定性，使系统的性能变差[1]。当切换系统带有时滞时，

系统的分析和控制设计都会变得更为复杂[2]。具有时

滞的若干子系统所构成的切换系统被称为切换时滞系

统，这是一种全新类型的系统，经常出现在 Nakagami

-fading 系统[3]、网络控制系统[4]等的建模中。目前，

关于切换时滞系统的结果不多[5, 6]。尽管如此，这样

的系统却更能准确地描述实际的工程系统，所以研究

切换时滞系统具有更重要的理论意义和实际价值。包

括李亚普诺夫泛函方法[7-12]和Lyapunov-Razumikhin 

[12-14]在内的李亚普诺夫方法仍然是主要方法。 

切换系统是一个混合系统，由一个几个用微分或

差分方程描述的子系统和一个协调这些子系统之间切

换的切换规则组成[16]。在切换系统领域，稳定性问题

一直是研究的热点[15]。对于没有时滞的切换系统，模

型依赖平均驻留时间技术是一个重要的方法。因此这

种技术被认为是分析切换时滞系统稳定性的更理想和

更可取的方法。然而，据我们所知，到目前为结果不

多。 

本文研究切换时滞系统的指数稳定性分析问题。

通过模型依赖平均驻留时间法和李亚普诺夫函数法给

出了保证切换时滞系统指数稳定的充分条件。对于一

类切换时滞系统，模型依赖平均驻留时间的一个下界

可以通过求解一些线性矩阵不等式（LMIs）问题显式

地计算出。此外，状态衰变估计也很容易获得。 

至今还没有比较理想的结果。另外，在一些实际

应用中，渐近稳定性并不能满足工程要求，相应的，

具有一定衰减度的指数稳定性更能符合工程的需要。 

符号说明：首先我们给出本文需要用到的一些基

础知识：R
+表示所有大于或者等于 0 的实数；In 表示 n

维全同矩阵； min( )( max)  表示矩阵“  ”的最小或者

最大特征值；对于给定的 0  ，   ,0 , n

n
C R  表示

从   ,0 , nR 映射到 nR 的具有一致收敛拓扑的连续函

数的 Banach 空间，
t n

x C 可由 ( ) ( )
t

x x t   ，

[ ,0]   定义； ( )x t 通常表示 2-范数和下式： 

0

sup { ( , ( ))}
t

x V t x t
 

 
  

   ； : nV R R R
 
  为

一个连续函数； ( , ( ) )V t x t 被定义为
[ , 0 ]

( , ( ) ) supV t x t
  



{ ( , ( ))}V t x t   ，
0

1
( , ( )) lim [ ( , ( ))

h

D V t x t V t h x t h
h





  
 

( , ( ))]V t x t ，
0

t t 并且为了方便起见，我们设

( ) ( , ( ))V t V t x t ， ( )V t  ( , ( ))V t x t 。 

2 问题描述 

2.1 切换时滞系统 

首先考虑一类如下形式的切换时滞系统： 

     
     

0

,

, ,0
tt

t

x t f t x

x


    

 


  
           (1) 

其 中   nx t R 是 系 统 状 态 ，  : 0 , M   

 1 , 2 , ,m 是一个分段常数函数，它取决于时间 t 或

状态  x t ，   n
C   是向量值初始条件，对于任意的

p M ， :
p n

f R C R
 
  是连续且足够光滑的；我们

假设 t 取任何值条件下保证  ,0 0
p

f t  说明 0x  是系

统(1)的一个平衡点。关于切换信号 σ， 

我们有切换序列如下：    
0 0 0 1 1
; , , , , ,

t
x i t i t 
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  , , ,| ,
k k k
i t i M k N  当 , 1k k

t t t


 时，说明第
k
i 个子

系统是活跃的。我们假设切换系统(1)的系统状态在切

换时刻处于稳定即轨迹 处处连续。 

定义 1 [17]：如果系统(1)的解   0
,x t t 通过任意

的  0
,

n
t R C


  且满足下式： 

   0

0

( )

0
,

t t

t
x t t x e

  
  ，

0
t t   

则系统(1)的平衡点 0x  被称为是全局指数稳定，

其中 1  和 0  是常数。在满足这些条件的情况下，

我们可以认为系统(1)是全局指数稳定的。 

定义 2 [18]：对于一个切换信号  t 和任意的

0T t  ，  ,
p

N T t
 是切换数字，第 p 个子系统在区间

 ,t T 上被激活，  ,
p

T T t 表示第 p 个子系统在  ,t T 这

个区间上的运行时间，p S 。如果存在正数 0 p
N 和 ap

 使

得下式成立： 

 
 

0

,
, , 0

p

p p

ap

T T t
N T t N T t




      

那么我们可以说  t 有一个模型依赖平均驻留时

间 ap
 。 

当 1M  时，切换时滞系统(1)简化为普通的时滞

系统如下： 

   
     

0

,

, ,0
t

t

x t f t x

x     
 
   

           (2) 

引理 1 [13]：设  : , nV R R


    是一个连续

函数，沿着系统(2)的解通过任意  0
,

n
t R C


  ，我们

有： 

     0

0 0
,

t t
V t V t e t t

   
    

当且仅当    D V t V t   时，无论何时，我们都

有： 

   
     0

0

t t

V t V t e

V t V t e



 




            (3) 

证明：它是[13]中定理 1 的直接结果。 

2.2 主要结果 

定理 1：对于任意的 p M ，设： 

 : , n

p
V R R


     

为连续函数，假设存在正常数 a 、 b 、 0
p

  和

1
p

  使得以下条件成立： 

0

2 2

0
( ) ( ), ( ( ))pp t

a x t V x V x t b x       (4) 

( ) ( )p p pD V t V t    

其中 ,nx R p M   无论何时都有： 

0( )

0

( ) ( ) ,

( ) ( )

p

p

p p

t t

pp

t V t e

V t V t e

V
 

 




         (5) 

( ) ( ), , ,n

p p q
V x V x x R p q M         (6) 

则切换时滞系统(1)对于模型依赖平均驻留时间 

ln
T

p p

ap ap

p

T
  






   

的每个切换信号 是全局指数稳定的，并且状态衰减

估计由下式给出： 

0

0

ln1
( )( )

2
( )

p p
p

p
ap

t t
T

t

be
x t x e

a

   



  

      (7) 

证明：对于 , 1k k
t t t


 ，由引理 1 考虑(4)式和(5)

式得出： 

( )

( ) ( ) ( ) p kt t

t k
V Vt t e

 
 

  
  

由(6)式得： 

( ) ( ) ( )( )k k
t tk p k

V V tt   

则： 

( )

( ) ( ) )) (( p k

k

t t

t tp k
V t V t e

 
 

  
  

对于区间 1
,

k k
t t

 有： 

1

1

( )

( ) ( )
p k k

kk

t t

t t eV V
 

 




  
  

由定义 2 得： 

 x t
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   
1

1

1

1

1 2 1

2

2

2

( )

( )

( ) ( )

( ) 1
( 2 )2

( ) 1
( ) ( 2 )2

( ) 2
( 3 )3

( ) 2

( )

( )

( )

( )

( )

p k

k

p k k p k

k

p k

k

p k k p k

k

p k

k

t t

tp k
t t t t

tp k
t t

tp k
t t t t

tp k
t t

tp k

k

p

t V t e

t e e

V t

V

V

V

V

t e

t e e

t e

 


   


 


   


 


 





















  







  

     


  


     


  















1

0

0

00

0

1

0

0

0

( )

( ) 1
( )

( ) 0
( )

( )

( ) 0
ln

( )( )

( ) 0

( )

( )

( )

( )

p

p p

p

ap p

p p

p

a

p
a p

p T

t k t

t

k t tk
tp

t tt t

T t t

tp

t t
T

t

V

V

t e

t e e

V

V

e e t

e e t

 


   


 

 


  


 







  

  



  


  







 

由定义 1 得： 

 0

0

0

0

2

( ) ( )

( )

0

ln
)(

( )

ln
)(( ) 2

1 1
( ) ( ) ( )

1
p p

p
ap p

p p
p

ap p

t t

t

t t
T

t

t t
T

x t V t V t
a a

e V te

e

a
b

e x
a

  


 


  











 


 

 





 

这直接可以推导出(7)式，则： 

ln
p p

p

ap
T

  



  

时，即模型依赖平均驻留时间满足： 

ln

p

p p

ap ap

  






     

成立时，则系统(1)是全局指数稳定的。 

2.3 具有特殊结构的切换时滞系统 

考虑具有特殊结构的切换时滞系统描述如下： 

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( , )

( ), [ ,0]
t t t

t

x t A t x t F t x
x

 

   
 

   
         (8) 

对于 p M  ，   n n

p
A t R  在 R


上是连续且有界的，

: n

p n
F R C R


  是 连 续 的 并 且 满 足 ( , )

p t
F t x 

p t
H x ， p

H 是正数。 

当 1M  时，系统(8)变成如下时滞系统： 


0

( ) ( ) ( ) ( , )
( ), [ ,0]

t

t

x t A t x t F t x
x    

 
  

         (9) 

且 ( , )
t t

F t x H x ， H 是一个正常数。 

引理 2 [17]：对于系统(9)式构造 Lyapunov 函数

( ) ( ) ( )TV t x t Px t ，假设存在正数
0
 ， ，  ，对称矩

阵 ( )P t 和 ( )Q t 使得： 

0
( ), ( )

n n n
I Q t I P t I              (10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TP t P t A t A t P t Q t          (11) 

假设下式： 

1

2

0 0 0

1
2 ( ) exp{ }

2
H


     


   

这个等式有唯一的正数解
0

0  ，则可以得到： 

     0 0

0 0 0
, , 0

t t
V t V t e t t t

   
     

定理 2：假设对于 P M  ，存在正常数
p

 ，
p

a ，

p
b ，

p
 和 1

p
  ，存在对称矩阵 ( )

p
P t 和 ( )

p
Q t 使得： 

( ), ( )
p n p p n p p n
I Q t a I P t b I        (12) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
                                                    

T

p p p p p p
P t P t A t A t P t Q t

p M
   

 
  (13) 

假设如下等式： 

1

2
1

2 ( ) exp{ }
2

p

p p p p p p

p

b
b H b

a
          (14) 

其中唯一的正常数解 0
p

  ，并且存在常数 1
p

 

使得： 

( ) ( ), ,
i p j

P t P t i j M               (15) 

则系统(8)式对于每个切换信号 是全局指数稳定

的，模型依赖平均驻留时间满足： 

ln
p

ap ap

p

T T
  






   

状态衰减估计由下式给出： 

 
 0

0

ln1

2

p p
p

p
ap

t t
T

t

be
x t e x

a

    
 
   
 
          (16) 

其中： 

 min
p

p M
a a


 ，  max

p
p M

b b


 ， 
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 1 2min , ,p m     

证明：对于任意的 p M ，构造函数如下： 

( ) ( ) ( ) ( )p pV t x t P t x t  

其中  p
P t 是等式(13)式的解并且满足(12)式。对于

 1
,

k k
t t t


 ，根据条件(12)式、(13)式和(14)式，通过使

用引理 2，则可以得到： 

     
, 0,p kt t

p p k
V t V t e t p M

   
    

 

进而可得下式： 

( )
( ) ( ) p kt t

p p k
eV t V t

   


 

类似于定理 1 的证明，考虑到定义 2，则有： 

 

0

0

00

0

0

0

0

( )

( ) ( )

( )

( ) 0
( )

( )

( )

ln
( )( )

( ) 0

0

( ) ( )

( )

( )

p k

k

p p

p

ap p

p p
p

ap

a

p

p

t t

t tp k

k t tk
tp

t tt t

T T t t

tp

t t
T

t

V

V

V t

V

t V t e

t e e

e e

e e t

 
 

   


 

 


  


 









  

  



  


  









    (17) 

由(12)式得： 

2 2
( ) ( ( )) ,p ta x t V x t b x P M     

根据定义 1 有： 

 

0

0

0

0

ln
)(

( )

ln

2

( )

( )

0

)( ) 2(

1
( ) ( )

1
p p

p
ap p

p p
p

p
ap

t t
T

t

t t
T

t

t

x t V t
a

e V t
a
be

e x
a

e

  


 


   






 






 







 

也就是(16)式，当
ln

p p

p

ap
T

  



 ，即模型 

依赖平均驻留时间满足： 

ln

p

p p

ap ap

  






   

 

综上所述，系统(8)是全局指数稳定的，证明完成。 

如果  p
A t ， p M  是常数矩阵，则系统(8)简化

为以下形式： 

         
   

0

,

, ,0
tt t

t

x t A x t F t x

x
 

   

  


  
       (18) 

对于系统(18)，根据定理 2，我们有以下推论。 

推论 1：对于任意 p M ，假设存在正定矩阵
p

P 和

正常数
p

 ，则 LMIs 如下： 

0,T

p p p p p n
P A A P I p M            (19) 

成立，对于每个 P M ，以下等式 

1

2
1

2 ( ) exp{ }
2

p

p p p p p p

p

b
b H b

a
           (20) 

其中有唯一的正常数解 0
p

  。假设存在一个常数

1
p

  ，使得： 

, ,
p p q

P P p q M              (21) 

那么系统(18)对于每个具有模型依赖平均驻留时

间的切换信号 是全局指数稳定的： 

ln
p p

ap ap

p

T T
  






             (22) 

此外，系统(18)的状态衰减估计由(16)式给出，其

中  min
p p M p

 


 ， p
a 和 p

b 都是由下式定义的正常数： 

min max
( ), ( )

p p p p
a P b P    

综上所述，根据(6)式以及条件(12)式和(13)式简化

为系统(18)的LMI (19)式。这个结果直接由定理 2得出，

类似以上证明过程，定理证毕。 

3 数值仿真 

例 1：考虑下面的切换时滞系统： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

t t
x t A x t E x t

 
              (23) 

其中： 

   1,2t  ，
1

3 2

1 0
A

  
  
 

，
2

2 1

0 3
A

 
  

 
，

 0.14 1,2
i

E i  ， 0.5   

在系统(23)中的子系统类似于(6)式中使用的子系
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统。设 1.02
p

  ，通过求解线性矩阵不等式(19)式和(21)

式可得出： 

1 2

0.8746 0.6721 0.8698 0.6717
,

0.6721 2.6905 0.6717 2.6811
P P

   
    
   

 

1 2
0.0985, 0.2263    

可以得到如下结果： 

1 min 1 1 max 1

2 min 2 2 max 2

( ) 0.6530, ( ) 2.9121
( ) 0.6479, ( ) 2.9030

a P b P
a P b P

 
 

   
   

 

通过求解方程(20)式得到： 

1 2
0.0985, 0.2263    

1 2
min{ , } 0.0985

p
     

则可得到模型依赖平均驻留时间如下： 

ln1.02 0.0985 0.5
0.7010

0.0985
ap ap

T T   
    

那么切换时滞系统(23)对于具有模型依赖平均驻

留 时 间 的 切 换 信 号 是 全 局 指 数 稳 定 的 。 取

0.9 0.7010
ap

T   ，根据(16)式获得系统(23)的状态衰减

估计： 

0

0

0.0109( )
( ) 2.1729

t t

t
x t e x

 
  

系统状态图参见如下两图： 

 

图 1 切换信号图 

 

图 2 系统响应曲线 
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4 结论 

本文通过利用灵活性更大、包容性更低、实践性

更强的模型依赖平均驻留时间方法成功地解决了一类

时滞为常时滞的线性切换时滞系统的指数稳定性问题，

采用 Lyapunov函数方法建立了切换时滞系统指数稳定

的充分条件，又通过线性矩阵不等式（LMI）来计算保

证指数稳定的模型依赖平均驻留时间的下界，并且还

计算了状态衰减估计，最后通过数值算例和动态仿真

验证了该方法的有效性。 
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